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Singularite´s canoniques et actions horosphe´riques
Kevin Langlois∗
Abstract
Let G be a connected reductive linear algebraic group. We consider the normal G-varieties with horospherical
orbits. In this short note, we provide a criterion to determine whether these varieties have at most canonical, log
canonical or terminal singularities in the case where they admit an algebraic curve as rational quotient. This result
seems to be new in the special setting of torus actions with general orbits of codimension 1. For the given G-variety X,
our criterion is expressed in terms of a weight function ωX that is constructed from the set of G-invariant valuations
of the function field k(X). In the log terminal case, the generating function of ωX coincides with the stringy motivic
volume of X. As an application, we discuss the case of normal k⋆-surfaces.
Re´sume´
Soit G un groupe alge´brique line´aire re´ductif connexe. Nous conside´rons les G-varie´te´s normales avec orbites
horosphe´riques. Dans cette courte note, nous donnons un crite`re pour de´terminer lorsque ces varie´te´s ont au plus des
singularite´s canoniques, log canoniques ou terminales dans le cas ou` elles admettent une courbe alge´brique comme
quotient rationnel. Ce re´sutat semble nouveau pour le cas spe´cial des actions de tores alge´briques avec orbites ge´ne´rales
de codimension 1. Pour la G-varie´te´ conside´re´e X, notre crite`re est exprime´ en terme d’une fonction de poids ωX qui
est construite a` partir de l’ensemble des valuations G-invariantes du corps des fonctions k(X). Dans le cas log terminal,
la fonction ge´ne´ratrice de ωX correspond au volume motivique des cordes de X. Comme application, nous traitons le
cas des k⋆-surfaces normales.
Introduction
Dans cet article, les varie´te´s alge´briques et les groupes alge´briques sont de´finis sur un corps alge´briquement clos k de
caracte´ristique 0. Un espace homoge`ne G/H sous un groupe alge´brique line´aire re´ductif connexe G est dit horosphe´rique
si le sous-groupe ferme´ H ⊆ G contient un sous-groupe unipotent maximal. Dans ce cas, le normalisateur P = NG(H) de
H dans G est un sous-groupe parabolique, P/H est un tore alge´brique et l’espace homoge`ne G/H est donc re´alise´ comme
P/H-torseur au dessus de la varie´te´ des drapeaux G/P (voir [Pas08, Section 2]). Rappelons qu’une G-varie´te´ normale
est dite sphe´rique si elle posse`de une orbite ouverte sous l’action d’un sous-groupe de Borel. Comme conse´quence de la
de´composition de Bruhat, l’espace homoge`ne horosphe´rique G/H est sphe´rique.
Nous conside´rons lesG-varie´te´s normales avec orbites horosphe´riques. Notre but est d’e´tablir un crite`re pour de´terminer
lorsque que ces varie´te´s suppose´es Q-Gorenstein ont au plus des singularite´s canoniques (log canoniques ou terminales)
sous la condition d’existence d’un quotient rationnel qui est une courbe alge´brique (cas de complexite´ un). Notre re´sultat
est motive´ par le cas des varie´te´s toriques (voir [KKMS73, Dan78, Oda78]). Dans [Rei80, Rei83], les singularite´s toriques
intervenant dans le programme du mode`le minimal sont caracte´rise´es en termes de ge´ome´trie convexe, voir aussi [BG95,
Section 1], [Dai02, Sections 3, 4] pour une exposition.
Ces crite`res ont e´te´ ge´ne´ralise´s par Brion dans le cadre sphe´rique [Bri93] en utilisant la the´orie de Luna-Vust (cf.
[Kno91]). Recemment, Liendo et Suess [LS13] ont e´tudie´s les singularite´s des varie´te´s normales avec actions de tores
alge´briques via la description d’Altmann-Hausen (voir [AH06, AHS08]). En particulier, ils obtiennent un crite`re pour
les singularite´s log terminales des varie´te´s normales Q-Gorenstein dote´es d’une ope´ration d’un tore alge´brique avec or-
bites ge´ne´rales de codimension 1, voir [LS13, Corollary 5.4] et [LS13, Theorem 4.9], [LT16, Theorem 2.22] pour des
ge´ne´ralisations de ce crite`re.
∗Remerciement : Le pre´sent texte est finance´ par l’universite´ Heinrich Heine de Duesseldorf. Adresse : Mathematisches Institut, Heinrich
Heine Universita¨t, 40225 Du¨sseldorf, Allemagne. Courrier e´lectronique : langlois.kevin18@gmail.com.
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Notations. Nous re´unissons maintenant les notations ne´cessaires pour e´noncer notre re´sultat. Nous utiliserons l’ap-
proche de Timashev pour de´crire les ope´rations de groupes alge´briques re´ductifs de complexite´ un, voir [Tim97]. Nous
fixons de´sormais, une G-varie´te´ normale X avec orbites horosphe´riques ayant un quotient rationnel π : X 99K C sous
l’action de G, ou` C est une courbe alge´brique comple`te lisse. En particulier, C s’identifie avec l’ensemble des places du
corps de fonctions k(X)G. Pour un choix fixe´ d’un sous-groupe de Borel B ⊆ G, nous appellerons couleur de X un
diviseur premier B-stable de X qui n’est pas G-stable. Les couleurs de X constituent un ensemble fini F . De´signons par
FX ⊆ F le sous-ensemble des couleurs contenant une G-orbite. Puisque notre proble`me est locale, on peut supposer
qu’il existe un ouvert affine dense B-stable X0 ⊆ X intersectant toute G-orbite de X [Kno91, Theorem 1.3]. Sous cette
condition, X0 est le comple´mentaire de la re´union des couleurs appartenant a` F \FX [LT16, Lemma 2.1]. Par ailleurs,
X admet un mode`le birationnel e´quivariant de la forme C ×G/H , ou` G/H est un espace homoge`ne horosphe´rique (voir
par exemple [Kno90, Satz 2.2]). Si G/H → G/P est la projection naturelle vers la varie´te´ des drapeaux, alors F est
naturellement en bijection avec l’ensemble des diviseurs de Schubert de G/P . En particulier, F s’identifie a` l’ensemble
des racines simples Φ de (G,B) qui ne proviennent pas de P . Pour α ∈ Φ le symbole α∨ repre´sentera la coracine associe´e
et aα le nombre entier 〈
∑
β∈Φ β, α
∨〉. Nous de´signerons par ΦX le sous-ensemble de Φ correspondant aux couleurs de
FX .
En conside´rant le radical unipotent U de B, l’alge`bre des invariants A := k[X0]
U est gradue´e par les poids provenant
des fonctions rationnelles propres de X sous l’ope´ration de B. Soient M le re´seau des B-poids de A (ou indiffe´remment
de k(X)), N = Hom(M,Z) le dual et NQ = Q⊗Z N , MQ = Q⊗Z M les Q-espaces vectoriels associe´s. Le coˆne des poids
σ∨ ⊆MQ de A est le dual d’un coˆne polye´dral saillant σ ⊆ NQ (i.e. ayant 0 comme sommet). De plus, en choisissant un
ensemble de fonctions rationnelles propres V = {χm ∈ k(X)⋆,m ∈ M} sous B avec les conditions χm · χm
′
= χm+m
′
pour tous m,m′ ∈M , l’alge`bre A est de´crite par une unique fonction line´aire par morc¸eaux
DX,V : σ
∨ → CaDiv(CX), m 7→
∑
y∈CX
min
v∈Dy
〈m, v〉 · [y]
de´finie par l’e´galite´ A = A[CX ,DX,V ] :=
⊕
m∈σ∨∩M
H0(CX ,OCX (DX,V (m)) · χ
m.
Ici CX ⊆ C est un ouvert dense, les sous-ensembles Dy ⊆ NQ sont des polye`dres avec coˆne de re´cession σ e´tant pour
presque tout y ∈ CX e´gaux a` σ et CaDiv(CX) est l’espace vectoriel des Q-diviseurs de Cartier sur CX . Le couple
(DX,V ,FX) est la contrepartie combinatoire de X et sera appele´ un diviseur polye´dral colorie´ associe´ a` X (voir [AH06,
Section 2] et [LT16, Section 1.3]). Nous renvoyons a` [Tim97] pour la construction inverse d’une telle G-varie´te´ a` par-
tir d’un diviseur polye´dral colorie´ abstrait. Le formalisme des diviseurs polye´draux a e´te´ introduit dans [AH06], voir
[AHS08, Lan16] pour des ge´ne´ralisations. Dans la suite, nous poserons supp(DX,V ) = {y ∈ CX |Dy 6= σ} et noterons par
deg(DX,V ) le sous-ensemble de NQ qui est vide si CX 6= C et qui est e´gal au polye`dre
∑
y∈C Dy sinon. Notons que l’on
a toujours degD ⊆ σ (voir [AH06, Example 2.12]).
Inte´gration motivique et fonctions de poids. Nous introduisons la fonction de poids ωX attache´e a` la donne´e
(DX,V ,FX). Dans le cas ou` les singularite´s de X sont au plus log terminales, cette fonction apparaˆıt dans le calcul du
volume motivique des cordes defini par l’inte´grale motivique
Est(X) =
∫
L (X′)
L−ordKX′/XdµX′ .
Le symbole KX′/X de´signe un diviseur canonique relatif provenant d’une log re´solution et L (X
′) est le sche´ma des
arcs de la de´singularisation. L’inte´grale Est(X) appartient a` une certaine modification et comple´tion M du localise´
de l’anneau de Grothendieck K0(Vark)[L
−1] de la cate´gorie des k-varie´te´s par rapport a` la classe de la droite affine
L := [A1k] et ne depend ni du choix de la log re´solution ni de celui du diviseur canonique relatif KX′/X . Nous renvoyons
a` [DL99, Loe09, Vey06] pour plus de de´tails sur l’inte´gration motivique et a` [Bat98] pour la construction des invariants
des cordes. Plus precise´ment, le re´sultat principal de [LPR16] est la formule suivante inspire´e par celle de Batyrev et
Moreau dans [BM13, Theorem 4.3] :
Est(X) = [G/H ]

 ∑
[y,ν,ℓ]∈|DX,V |
ζℓ · L
ωX(y,ν,ℓ)

 ,
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ou` ici ζℓ est e´gale a` la classe [CX \ supp(DX,V )] si ℓ = 0 et a` L− 1 si ℓ ≥ 1 vue dans le comple´te´ M ; le second membre
e´tant interpre´te´ comme la fonction ge´ne´ratrice de ωX .
Supposons que la G-varie´te´ X avec orbites horosphe´riques associe´e a` la donne´e (DX,V ,FX) est Q-Gorenstein (et
possiblement non log terminale). Nous renvoyons a` [LT16, Corollary 2.19] pour un crite`re explicite de la condition
Q-Gorenstein. On de´finit alors l’ensemble |DX,V | par l’e´galite´
|DX,V | = {[y, ν, ℓ] | y ∈ supp(DX,V ), ν ∈ N, ℓ ∈ Z≥0 et (ν, ℓ) ∈ C(Dy)},
ou` C(Dy) ⊆ NQ⊕Q est le coˆne engendre´ par la re´union de (Dy, 1) et de (σ, 0). Le symbole [y, ν, ℓ] de´signe la classe modulo
la relation d’e´quivalence ∼ de´finie par (y, ν, ℓ) ∼ (y′.ν′, ℓ′) si et seulement si (y = y′, ν = ν′, ℓ = ℓ′) ou (ℓ = ℓ′ = 0, ν = ν′).
Soit C(DX,V ) l’ensemble
⋃
y∈CX
{y} ×C(Dy) modulo ∼. Sous l’hypothe`se Q-Gorenstein la fonction ωX : C(DX,V )→ Q
est uniquement de´termine´e par les conditions suivantes pour tout y ∈ CX (voir [LPR16, Section 5.2 et Proposition 5.11]).
(i) ωX induit une fonction Q-line´aire sur chaque coˆne C(Dy) ;
(ii) Nous avons ωX(y, ρ) = −1 pour tout vecteur primitif ge´ne´rateur ρ ∈ N ⊕Z d’une face de dimension 1 de C(Dy)
tel que l’intersection de Q≥0ρ avec deg(DX,V ) ∪ ̺(DX,V ) est vide ;
(iii) On a ωX(y, α
∨
|M , 0) = −aα pour tout α ∈ ΦX .
(iv) Si ρ ∈ N est un ge´ne´rateur primitif d’une face de dimension 1 de σ tel que Q≥0ρ∩deg(DX,V ) 6= ∅, alors il existe
λ ∈ Q>0 tel que ρ = λv ou` v =
∑
z∈CX
vz et vz est un sommet de Dz [LPR16, Lemma 5.22]. Dans ce cas, on a
CX = C et
ωX(y, ρ, 0) = λ
(
degKC +
∑
z∈C
(
1−
1
κ(vz)
))
avec κ(vz) = inf{ℓ ∈ Z>0 | ℓvz ∈ N}.
Les e´le´ments de |DX,V | correspondent a` certaines valuations (ge´ome´triques) G-invariantes de k(X) a` valeurs dans Z dont
le centre est une sous-varie´te´ ferme´e irre´ductible G-stable de X . Pour chaque ξ ∈ |DX,V | correspondant a` un diviseur
exceptionnel G-stable d’une de´singularisation e´quivariante de X , la valeur −1 − ωX(ξ) est e´gale a` sa discre´pance (voir
[LPR16, Propositions 5.9 et 5.15]).
Re´sultat principal
The´ore`me 0.1. Soit X une G-varie´te´ normale Q-Gorenstein avec orbites horosphe´riques. Supposons que X admette un
quotient rationnel X 99K C, ou` C est une courbe alge´brique comple`te lisse, et que X soit de´crite par le diviseur polye´dral
colorie´ (DX,V ,FX). Alors X a au plus des singularite´s log canoniques si et seulement si au moins une des assertions
(a), (b), (c) est vraie :
(a) CX est une courbe alge´brique affine.
(b) CX s’identifie a` la droite projective P
1
k et
∑
y∈CX
(
1− 1κy
)
≤ 2, ou` κy = max{κ(v) |v sommet de Dy} et κ(v) =
inf{ℓ ∈ Z>0 | ℓv ∈ N}.
(c) CX est une courbe elliptique et pour tout y ∈ CX les sommets du polye`dre Dy sont des vecteurs entiers.
Par ailleurs, X a au plus des singularite´s canoniques (resp. terminales) si et seulement si :
(d) Pour tout y ∈ CX et tout vecteur entier primitif ξ tel que ξ soit dans l’interieur relatif de Cy(D) ou un ge´ne´rateur
d’une face de dimension 1 de Cy(D) tel que Q≥0ξ ∩ (deg(DX,V ) ∪ ̺(DX,V )) 6= ∅, on a l’ine´galite´ ωX(y, ξ) ≤ −1
(resp. ωX(y, ξ) < −1 ).
De´monstration. Nous commenc¸ons par rappeler la construction de [LPR16, Section 5.3] pour une de´singularisation de
X . Elle est donne´e par une suite de morphismes propres birationnels G-equivariants
X ′ = X(E ′) X(E˜ ) X(E ) X.
q′ q π
ψ
Les G-varie´te´sX(E ′), X(E˜ ), X(E ) sont de´crites par des ensembles finis de diviseurs polye´draux colorie´s, appele´s e´ventails
divisoriels colorie´s (voir [Tim97],[LPR16, Section 3] pour plus de de´tails) ; chacun d’autres eux de´crivant un recollement
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en des ouverts G-stables de G-varie´te´s normales avec orbites horosphe´riques. On a E = {(DX,V , ∅)} et π est le morphisme
naturel de de´colorisation (voir [LT16, Section 2.2]). De plus, en conside´rant un recouvrement fini (CiX)i∈I d’ouverts affines
de CX , l’ensemble E˜ est {(DX,V |CiX
, ∅) | i ∈ I} et q est le morphisme de contraction ou d’affinisation (voir par exemple
[AH06, Theorem 3.1], [LPR16, Section 4.2]). Enfin la varie´te´ lisse X(E ′) est induite par une subdivision re´gulie`re de
C(DX,V ) (voir [LPR16, Section 5.3] pour une construction inspire´e de [KKMS73]).
En utilisant [LPR16, Proposition 5.9], un diviseur canonique relatif a` ψ et porte´ sur le lieu exceptionnel peut eˆtre
exprime´ comme la somme
KX′/X = KX′ − ψ
⋆KX =
r∑
i=1
(−1− ωX(yi, pi))D(yi,pi) +
s∑
j=1
(−1− ωX(y
′
j , p
′
j))D(y′j ,p′j) +
t∑
ℓ=1
(−1− ωX(y
′′
ℓ , p
′′
ℓ ))D(y′′ℓ ,p′′ℓ ),
ou` D(yi,pi), D(y′j ,p′j), D(y′′ℓ ,p′′ℓ ) sont les diviseurs premiers correspondants. Ceux de la forme D(y′′ℓ ,p′′ℓ ) sont obtenus comme
composantes irre´ductibles du lieu exceptionnel de q′ et ceux de la forme D(yi,pi), D(y′j,p′j) sont obtenus comme images
inverses de composantes irre´ductibles des lieux exceptionnels de q et π, respectivement. Supposons que X satisfasse au
moins une des assertions (a), (b), (c). Nous rappelons que la condition log canonique est e´quivalente a` ce que tous les
coefficients de KX′/X sont ≥ −1. Si X ve´rifie (a), alors ωX ≤ 0 et donc X a des singularite´s log canoniques. Donc on
peut supposer que CX = C est comple`te. Dans ce cas, pour toute suite v = (vy)y∈C ou` vy est un sommet de Dy on pose
δ(v) := degKC +
∑
z∈C
(
1−
1
κ(vz)
)
.
Pour tout 1 ≤ i ≤ r, l’ine´galite´ −1− ωX(yi, pi) ≥ −1 est e´quivalente a` δ(v
i) ≤ 0, ou` vi = (viy)y∈C est une suite telle que
viy est un sommet de Dy pour tout y ∈ C et telle qu’il existe λ ∈ Q>0 tel que λ · pi =
∑
y∈C v
i
y . Cette dernie`re condition
est consequence de la validite´ de l’assertion (b) ou (c).
Re´ciproquement, supposons que X a des singularite´s log canoniques et que CX = C est une courbe comple`te lisse.
Soit v = (vy)y∈C une suite arbitraire telle que pour tout y ∈ C, le vecteur vy est un sommet de Dy. Notons v =
∑
y∈C vy.
Alors en reprenant les notations ci-dessus les ine´galite´s δ(vi) ≤ 0 pour 1 ≤ i ≤ r impliquent degKC ≤ 0, c’est a` dire
degKC = −2 ou degKC = 0. Elles impliquent en outre que (ωX)|σ ≤ 0. Puisque CX est comple`te, on a (KX)|X0 =
div(fχe) (cf. [LT16, Section 2.3]) pour le diviseur canonique KX de´fini dans [LT16, Theorem 2.18], ou` fχ
e est une
fonction rationnelle B-propre de k(X) avec f ∈ k(C)⋆ et e ∈ M . En adaptant l’argument de la preuve de [LPR16,
Lemma 5.23], on de´duit la formule
0 ≥ ωX(z, v) =
∑
y∈C
1
κ(vy)
κ(vy)(〈e, vy〉+ ordy(f)) = δ(v)
ou` z ∈ C. Conside´rons le cas degKC = 0. Alors CX est une courbe elliptique et l’ine´galite´ δ(v) ≤ 0 donne vy ∈ N pour
tout y ∈ C. Comme la suite (vy)y∈C est choisie de fac¸on arbitraire, on obtient l’assertion (c). Si maintenant degKC = −2,
alors CX s’identifie a` la droite projective et a` nouveau en maximisant δ(v) ≤ 0 sur toute suite v, on a (b).
Nous passons au crite`re pour les singularite´s canoniques (resp. terminales). Supposons que X a des singularite´s
canoniques (resp. terminales). Soit ξ ∈ Cy(D) un vecteur primitif entier ou` y ∈ CX . Alors on peut construire l’application
q′ de sorte qu’il existe 1 ≤ ℓ ≤ t tel que ξ = (y′′ℓ , p
′′
ℓ ). En particulier, le fait que la discre´pance au diviseur D(y′′ℓ ,p′′ℓ ) est
≥ 0 (resp. > 0) implique la condition (d). La re´ciproque est aise´e a` de´montrer et laisse´e au lecteur.
Dans l’exemple suivant, nous regardons le cas particulier des surfaces affines normales avec une ope´ration alge´brique
fide`le du groupe multiplicatif (voir [LS13, Theorem 5.7] pour le cas des singularite´s canoniques 1). Plus ge´ne´ralement,
nous renvoyons a` [Sem80], [Ish14, Section 7] pour plus de de´tails sur les singularite´s de surfaces. Notons que toute surface
normale est Q-Gorenstein et celles ayant des singularite´s terminales sont lisses.
Exemple 0.2. k⋆-surfaces. Supposons que X est une surface affine normale et que le groupe ope´rant G est le groupe
Gm(k) = (k
⋆,×). Alors on a X = X0, M = Z et FX = ∅. Si σ 6= 0, alors on peut supposer que σ = Q≥0 et donc D
est uniquement de´termine´ par le diviseur D := D(1). Dans ce cas, on dit que la k⋆-surface X est de type parabolique si
1. Le lecteur notera que la se´rie E dans loc. cit. devrait eˆtre Ei :
1
2
· [0] + 1
3
· [1]− i−4
i−3
· [∞] pour i = 6, 7, 8.
4
CX est affine et de type elliptique si CX est comple`te. Le cas restant est lorsque σ = {0}, CX est affine, et D est alors
uniquement de´termine´ par le couple (D−, D+), ou` D− = D(−1) et D+ = D(1) ; la surface correspondante est dite de
type hyperbolique. Voir [FZ03] pour une description ge´ome´trique de cette trichotomie. Si X est elliptique, alors d’apre`s
le the´ore`me 0.1, X est log canonique si et seulement si l’un des deux cas suivant est vrai :
(1) (X est rationnelle) La courbe CX s’identifie a` la droite projective P
1
k et apre`s re´ductions par des isomorphismes
k⋆-equivariants (i.e., en changeant D par D+E ou` E est un diviseur entier de degre´ 0 sur CX), on peut e´crire le
diviseur D comme la somme
D =
e1
m1
· [0] +
e2
m2
· [1] +
e3
m3
· [2] +
e4
m4
· [∞],
ou` pour tout 1 ≤ i ≤ 4, les entiers ei,mi sont premiers entre eux et le quadruplet (m1,m2,m3,m4) est de la forme
(2, 2, r, 1) (pour r ∈ Z>1), (1, p, q, 1) (pour des entiers p ≥ q ≥ 1), (2, 3, 3, 1), (2, 3, 4, 1), (2, 3, 5, 1), (2, 3, 6, 1),
(2, 4, 4, 1), (3, 3, 3, 1), et (2, 2, 2, 2).
(2) (X n’est pas rationnelle) Alors CX est une courbe elliptique et D est un diviseur entier de degre´ > 0. En
particulier, tout coˆne affine normale au dessus d’une courbe elliptique a des singularite´s log canoniques ; ces
derniers correspondant au cas ou` D est tre`s ample, c’est a` dire satisfaisant la condition degD ≥ 3.
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